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V predchozich podkapitoldch jsme se nauéili vySetfovat monotonii dané funkce a urcit, ve
ktergich bodech nabyvé funkce lokélnich extrémi. To spolu se znalosti defini¢niho oboru,
spojitosti, pip. sudosti, lichosti a periodi&nosti umoZiiuje vytvofit si hrubou pfedstavu
o grafu této funkce. Prozatim viak neumime rozhodnout o tom, zda je graf funkce mezi
dv&ma body ,,prohnuty doli“ nebo ,,nahoru*. Podivejme se na tuto situaci podrobnéji.

A

y=fx)
y=sx)

1
T

X1 X2 X3

Obr. 9.4: Graf konvexni funkce

Necht' f je funkce, jejiz graf je znazornén na obr 9.4. Necht' I je interval. Zvolme tfi
body x1, x2, x3 Z tohoto intervalu tak, aby platilo x; < x2 < x3. Sestrojme senu s grafu
funkce f prochdzejici body (x1, f (x1)), (x3, f (x3)) — viz obr. 9.4. Zkoumejme nyni,
zda bod (x7, f(x2)) leZi ,,nad* anebo ,pod se¢nou” s. Z obrazku vidime, Ze leZi ,,pod
setnou”. Pokud bychom zvolili jiny bod x; leZici ,mezi“ body x; a x3, opét bude leZet
,.,pod seénou*“. Pokud tato skute¢nost plati i pro libovolnou volbu vSech tfi bodi x1, x2, x3
(se zachovéanim vychoziho vztahu x; < x2 < x3) z intervalu I, pak budeme fikat, Ze
funkce f je ryze konvexni na intervalu I.

Nyni pfedchozi dvahy zptesnime. Necht' I C D(f) je interval, x1,x2,x3 € I, x3 <
< xp < x3. Chceme ur€it rovnici se¢ny prochézejici body (x1, f(x1)), (x3, f(x3)).
Vime, e rovnice piimky prochizejici danymi body (a1, a2), (b1, b2) (a1 # b1) je

dana vztahemy —ay = Z‘l’-jgf (x —ay). S vyuZitim tohoto vztahu dostdvame rovnici se¢ny

fx3) = f&x1)

X3 — X1

st y=fl)+ (x = x1)-

Skutenost, Ze bod (x2, f(x2)) leZi ,,pod se¢nou”, muiZeme zapsat takto:
f(x2) < 5(x2)

neboli
fx3) — flx1)

fx2) < f(x) + — (x2 — x1).
X3 — X1
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Podstatny je zde znak <. Signalizuje, %e bod le%{ ,»,pod se€nou*.

Nyn{ shriime ziskané poznatky do definice.

¥ = — ey 77
. Vrﬁ,jﬁ H{) e roin. 77

i = = ; = . ; NS e e
q Definice 9.22. Rekneme, Ze funkce f je ryze konvexni na intervalu I C D(f), jestlize |
\p‘ﬁ‘)“\’f?é'éﬂna x1, X2, x3 € I takovd, Ze x| < x; < x3, plati ‘

‘ S(x3) — f(x)
X1

L e < S+ ) |

Nahradime-li v definici znak < znakem <, dosﬁévéme funkci konvexni na 1. Je-li
I = D(f), pak fikdme, Ze funkce f je ryze konvexni, resp. konvexni.

Poznamka 9.23.

1. Definice fikd, 7e funkce f je ryze konvexni na intervalu I, jestliZe pro vsechna
X1, X2, x3 € I takovd, Ze x1 < x3 < x3,leZibod @y = (x>, f (xz))g\pdd'ééé’hifu}uréenou
body Q1 = (x1, f(x1)), Q3 = (x3, f(x3)). Funkce je konvexni, jestlize bod Q5 le#f
pod se¢nou nebo na se¢n& urdené body Q;, Q3. Tldy s Aompneered Jfoutee novdt! gty frenles od lodmas:
Ptikladem funkce, kter4 neni ryze konvexni, ale Je konvexni na R, je funkce absolutn{
hodnota — graf viz pfiklad 3.6.

2. Podminka v definici musf byt spln&na pro kaZdou trojici bodli z 1. Nesta¢i nalézt t¥i
body x1, X2, x3, pro n&Z je podminka splné&na. Napt. pro funkci f: y = x3 a body
x1=—1x=0,x3=2plati f(x2) =0,

S(x2)=f(x1)+M-(X2—x1)=—1+8—+—1-1=2,
X3 — X1 3

tj. 0 < 2. Tedy podminka z definice je pro body —1, 0, 2 splnéna, ale funkce f neni
ryze konvexni na R — viz obr. 9.5 a).

3. I v definici musi byt interval! Napt. funkce g, jejiz graf je znizorn&n na obr. 9.5 b),
neni ryze konvexni ani konvexni na svém defini¢nim oboru.

Analogicky Ize z geometrické interpretace dojit k pojmu ryze konkdvni funkce. Jedna
se zde o situaci, kdy bod (x,, f(x2)) leZi ,,nad seGnou* grafu funkce f prochézejici body
(1, f(x1)), (x3, f (x3)) — viz obr. 9.6.

Definice 9.24. Rekneme, 7e funkcq‘j [ je ryze konkdvni na intervalu I C D( ), jestlg|
Pro vSechna x1, x;, x3 € I takovi, %e x; < x3 < x3, plati ‘

foo) > fa)+ 1O =SED
X3 — X1 . ‘

Nahradime-Ii v definici znak > znakem 2, dostavame funkci konkdvni na 1. Je-li
b= D(f), pak tikdme, Ze funkce [ je ryze konkdvni, resp. konkdvni,

E T
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a) b)

Obr. 9.5

Poznamka 9.25.
1. Definice k4, e funkce f je ryze konkdvni na intervalu I, jestliZe pro vSechna
x1, X2, x3 € I takovd, Ze x| < x2 < x3, leZzibod Q2 = (x2, £ (x2)) nad se¢nou uréenou
body Q1 = (x1, f(x1)), @3 = (x3, £ (x3)). Funkce je konkdvni, jestlize bod Q2 leZi
nad se¢nou nebo na seén& uréené body Q1 0s. "‘Mg  r5pet Sortednd pucten vt p el 4o
2. Obdobné jako u definice konvexni funkce zdiiraznéme, Ze podminka musi byt splnéna <<
pro kaZ¥dou trojici bodd z I a Ze I musi byt interval.
3. Funkce konvexni, resp. konkdvni, nemusi mit derivaci v I (k zavedeni pojmu pomoci

Obr. 9.6: Graf konkavni funkce

2. EE WA O O OE OE E EEEE EE N EE BB E S
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sefny existenci derivace nepotfebujeme) — viz napf. vyse zminéna funkce f: y = |x|
nebo funkce f: y = 2|x — 3| + 3|x + 2|, jejiZ graf je na str. 331. Pokud ma funkce f
vSude v I prvni derivaci, pak lze pojmy konvexnost a konkédvnost zavést také ,,pomoci
teCen” (viz [7, 10]).

Pokud m4 funkce f vSude v I nejen prvni derivaci, ale i druhou, pak o tom, zda je
funkce f na intervalu I ryze konvexni, resp. ryze konkdvni, miZzeme rozhodnout uZitim
véty 9.28. NeZ si ale uvedeme tuto vétu, kterd bude snadnym voditkem pfi poéitani
piikladd, zavedeme si jet& jeden pojem. Rekneme si, jak se ¥ikd bodu, v ndm¥ se m&nf
,,prohnuti®, tj. konvexnost na konkdvnost a opacné.

Definice 9.26. Rekneme, Ze funkce, £ ma v bod€ xq inflexi] jestliZe existuje f”(xo) € R |
a funkce f je v néjakém levém okoli bodu xq 9716’ konvexni a v néjakém pravém okoli
tohoto bodu ryz€ konkavni, resp. naopak. |
Ma4-li funkce f v bod€ xp inflexi, pak bod (xo, f(x0)) nazyvdme inflexnim bodem
funkce f.

V inflexnim bod¢ tedy mus{ existovat te€na (funkce zde ma vlastni derivaci) a méni se
zde , konvexnost na konkdvnost* — viz obr. 9.7 a) — anebo naopak — viz obr. 9.7 b).

Y y=rf® Y y=f

f(x0) J (x0)]

x—r
a) b)
Obr. 9.7
Wriliacl -
Pozniamka 9.27.
l. Funkce f: y = x? je ryze konvexni na R, a tudf? nem4 #4dny inflexni bod — viz
obr. 9.8 a).

2. Funkce f: y = x> je ryze konvexni na (0, c0) a ryze konkdvni na (—o0, 0). V bod& 0
existuje prvni derivace a méni se zde konkdvnost na konvexnost, tedy bod 0 je inflexnim
bodem funkce f. V&imnéme si, Ze f”(0) =0a f”(x) = 6x > O pro viechnax > Oa
f"(x) = 6x < 0 pro viechna x < 0 — viz obr. 9.8 b).

e
R |
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X > X
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y=—x’

a) b) c)

Obr. 9.8

3. Funkee f: y = —x? je ryze konkévni na celém R, tudiZ nema 74dny inflexni bod —

viz obr. 9.8 ¢).

Jak souvisi pojmy ryzi konvexnost, ryzi konkdvnost a inflexni bod s vlastnostmi druhé
derivace, ukazuje nisledujici véta.

VA3A. !—Véta 9.28. Necht md funkce f v intervalu (a, b) druhou derivaci. Je-li ‘
i) f"(x) > 0 pro kaZdé x € (a, b), pak je f ryZe konvexnina (a, b),

ii) f(x) < 0 pro kaidé x € (a, b), pak je f ryfe konkdvni na (a, b), ‘

iii) £ (x0) = 0 v néjakém bodé xy € (a, b) a ddle je f" kladnd v néjakém levém okoli

bodu xq a zdpornd v néjakém pravém okoli bodu xo, resp. naopak, pak md funkce f

v bodé xo inflexi. ‘

Poznamka 9.29.

1. Srovnejte vétu 9.28 (podminka pro ryzi konvexnost a konkévnost) s vétou 9.17 (pod-
minka pro lokélni extrém).

2. Pokud mé f na celém (a, b) druhou derivaci, inflexe miiZe nastat pouze v bodé€, kde
f"(x) = 0 — to'je ,,podeziely*” bod. Zda inflexe opravdu nastdvé, rozhodneme podle
interval@ ryzi konvexnosti a konkévnosti dané funkce. V8imnéte si analogie s hledanim
lokélnich extrémt. Tam nds zajimaly nulové body a znaménko prvni derivace. Zde nds
zajimaji nulové body a znaménko druhé derivace.

3. V konkrétnich piikladech budeme uvadét maximdini intervaly, na nichZ je funkce ryze
konvexni, resp. ryze konkdvni. Tim budeme rozumét intervaly, které nejsou podmnoZi-
nou n&jakého ,,vétstho intervalu, na kterém by byla dand funkce jeste ryze konvexni,
resp. ryze konkdvni. Konvexnost (konkdvnost) funkce je definovana (9.22, 9.24) pro
libovolné intervaly I, kdeto ve v&t& 9.28 se mluvi pouze o otévienych intervalech.
Pi hled4ni maximalnich interval, na nichZ je funkce konvexni (konkavni), si tedy bu-
deme vifmat i krajnich bodi pFislusnych intervald. JestliZe bude dand funkce v krajnim
bodg intervalu spojitd, pak lze tento bod zahrnout do pfislu§ného intervalu, na némZ je
funkce konvexni (konkavni). Dikaz viz [7, str. 177].
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Shriime si nade dosavadni poznatky do jakéhosi navodu, jak postupovat pii hledini

inflexnich bodii a maximdlnich intervald, na nichZ je funkce f ryze konvexn, resp. ryze
konkdavni:

1.

Uréime D(f).

2. Vypocteme f'a D(f").
3.
4. Uréime intervaly, na nichZ je f” kladna, resp. zdporn (pfedpokléddme pfitom, Ze

Vypocteme [ a D(f").

D(f") 1ze vyjadfit jako sjednoceni disjunktnich intervald J; a %e f” je spojitd na
kaZzdém z t&chto intervald):

a) UrCime nulové body f”, tj. fe¥fme rovnici f”(x) = 0.

b) Kazdy interval J; rozd&lime nulovymi body f” na disjunktni intervaly.

¢) Vybereme z kaZdého intervalu jeden bod a uréime znaménko f” v tomto bodg.

. Ur€ime intervaly, na nichZ je funkce konvexni, resp. konkavni (s vyuZitim véty 9.28),

a ur¢ime inflexni body (v bod& xg € D(f) takovém, %e f’(xp) existuje a navic se méni
konvexnost na konkadvnost nebo naopak, nastdva inflexe).

Poznamenejme, Ze intervaly, na nichZ je f” kladn4, resp. zdpornd miZeme uréit i jinak,

neZ je uvedeno v bodg 4), a to vyfe§enim nerovnic f”(x) > 0a f”(x) < 0.

Piiklad 9.30. Necht je funkce f zad4na pfedpisem

fx) =x*—2x>— 1242 + 7x — 3.

Najdéte maximélni intervaly, na nichZ je funkce f ryze konvexnf, resp. ryze konkavni, a
inflexni body funkce f.

Resent,

L.
2.

3.

Ur¢ime definiéni obor: D(f) = R.
Vypocteme prvni derivaci a jeji definiénf obor:

fo)=4x —6x> —24x+7,  D(f) = D(f).
Vypotteme druhou derivaci a jeji definiéni obor:

f(x) = 12x% — 12x — 24, D(f"y = D(f).

4. Urtime intervaly, na nichz je f” kladnd, resp. zdporna.

a) Uréime nulové body f”, tj. fe§ime rovnici f”(x) = 0.
ff@)=0 & 120%2—x-2)=0 & x=—1,x=2.
b) D(f") rozd&lime nulovymi body f” na disjunktni intervaly:

(oo, —=1), (-1,2), (2,00).
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6.

@ Priklad 9.31. Je ddna funkce

c) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod, napf. —2, O a 3, a uréfime znaménko f”
v tomto bodé.

f'(-=2) =48>0, f'0)=-24<0, f"(3)=48>0.

TudiZz dle Cauchyovy-Bolzanovy véty je funkce f” kladnd na intervalech (—oo, —1) a
(2, o0) a zdpornd na intervalu (—1, 2).

. Dle véty 9.28 je tedy funkce f ryze konvexni na intervalech (—oo, —1), (2, o0) aryze

konkavn{ na intervalu (—1, 2). Body x; = —1, x = 2 jsou inflexnimi body funkce f.
Znaménka druhé derivace a konvexnost resp. konkavnost na piislu¥nych intervalech
miZeme vyznacit nad &iselnou osu nebo do tabulky. Pfitom oblouéek \./ bude znacit
ryze konvexni ¢ast funkce a obloudek 7 ryze konkavni ¢ast funkce f. Plus a minus
oznacuje znaménko druhé derivace.
S ARAT
~1 2
inf inf

f/f:

Tabulka:

(00, —1) | =1 | (=1,2) | 2 | (2,00)

f” + 0 — 0 +

f / inf. M inf, | ./
Zaveér: Vzhledem ke spojitosti funkce na R plati, Ze funkce f je ryze konvexni na inter-
valech (—o0, —1), (2, oo) aryze konkdvn{ na intervalu (—1,2). Body xy = —1,x, = 2
jsou inflexnimi body funkce f. A

[

.
2

f: y=zxe

Najd&te maximdlni intervaly, na nichZ je funkce f ryze konvexni, resp. ryze konk4vni, a
urcete jeji inflexn{ body.

Resen.
1. D(f) =R
2. Prvni derivace a jeji defini¢ni obor:

3.

it
.
LRI
o
= A

2 2 £2

fla)=e 7 +xe 7 (_% ' 2x> =({1-x)e 2, D(f)=R.

Druhd derivace a jeji defini¢ni obor:

Fra)=e T (=)l —x2) e T (=2x) =
x2 x2 «
=e¢ 2(—x+ x® = 2x) = xe_T(x2 -3) =

=x(x-+3)(x+v3)e I, D" =R
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4. Ur¢ime intervaly, na nich? je f” kladn4, resp. zapornd.
a) Ur¢ime nulové body f”, tj. fe§fme rovnici f’(x)=0.
f)=0 & x=-VBvx=0vax=43

b) D(f") rozdélime nulovymi body f” na disjunktni intervaly:
(=00, —v3), (=+3,0), (0,+/3), (v3, ).

c) Vybereme z kaZdého intervalu jeden bod a ur&ime znaménko f” v tomto bodg.
Vysledek je shrnut v nésledujici tabulce.

5. Na ziklad& znaménka f” uréime intervaly konvexnosti, konkdvnosti a inflexni body
funkce f. Vysledek zapi§eme nad &iselnou osu

f”: O - k+} ; C\ . \—Fj
-3 0 V3
inf inf inf
nebo do tabulky:

| , _ SRS S
(o —A) | 3| (—v5.0) | 0 _\@_x/j)‘ﬁ#(ﬁ,w)‘
20 I T R o - #o +
‘f|| M |inf.T N ‘inf.‘ a I’inf.J_ / |

6. Zavér: Vzhledem ke spojitosti funkce f na R plati, Ze je ryze konk4vni na intervalech
(—o0, — 3), {0, v/3) a ryze konvexnf na intervalech (=3, 0) a (+/3, 00). Body
X1 =—+/3,x=0,x3=4/3 jsou inflexnimi body funkce f. A

fiy=3Vx @

Najdéte maximalni intervaly, na nichZ je funkce f ryze konvexni, resp. ryze konkdvni, a
urcete jejf inflexni body.

Priklad 9.32. Je d4na funkce

Resent.
L. D(f) =R.
2. Prvni derivace a jej{ defini¢n{ obor-

3 2 3,

1
f’(x)=§x =21/ D) =R~ {0}
X

3. Druh4 derivace a jeji definiéni obor:

reym S(_2\,F__6s/1 "

B8 |
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4. Ur&ime intervaly, na nichZ je f” kladn, resp. zapornd.

a) Uréime nulové body f”, tj. fe§ime rovnici f”(x) = 0. Vzhledem k tomu, Ze je
nezndmd jen ve jmenovateli, nemé rovnice f”(x) = 0 Zadné YeSeni. Nemame tedy
Z4dny nulovy bod f”.

b) Nyn{ mame rozdglit kazdy z intervalii tvoficich D(f”) nulovymi body f” na dis-
junktn{ intervaly. Z4dné nulové body nejsou, dostdvame tedy intervaly:

(=00,0), (0, 00).

¢) Vybereme z kaZdého intervalu jeden bod, napf. —1 a 1, a ur¢ime znaménko f ",

6./ 1 . 6s/1
2 0, = ——3/= <o.
25\ 1y~ Fr)y=-353377 <0

fi=n=-

Tedy podle Cauchyovy-Bolzanovy véty je funkce f” kladné na intervalu (—oo,0) a
zaporna na intervalu (0, 00).

5. Dle véty 9.28 je funkce f ryze konvexni na intervalu (—oo, 0) a ryze konkévni na
intervalu (0, o). Otdzkou je, zda je bod 0 inflexnim bodem funkce f. V bod€ O se
méni charakter funkce z konvexni na konkévni, ale neexistuje v tomto bod&€ prvni
derivace! Bod x = 0 nenf inflexnim bodem funkce f. Vysledek zapiSeme nad ¢iselnou

osu
Yy 0
I >
nebo do tabulky:
(—00,0) 0 (0, o)
f” + neexistuje —
2R, ‘ M

6. Zavér: Funkce f je ryze konvexni na intervalu (—o0, 0) a ryze konkdvn{ na intervalu

s o~ L

(0, 00). Funkce nema4 %4dné inflexni body. A

/O Pro zajemce:

V dal§im piikladé budeme k urdenf intervalli, na nichZ je druhd derivace kladnd, resp. zdpom4,
vyuZivat YeSeni nerovnic. Zkuste si jej spocitat také jiz vySe uvedenym postupem, tj. pomoci{
Cauchyovy-Bolzanovy véty.

@ Piiklad 9.33. Necht je funkce f zadéna pfedpisem
Fo) =e .

Najdéte maximaln{ intervaly, na nichZ je funkce f ryze konvexni, resp. ryze konkdvni, a inflexnf
body funkce f.

B
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§4k.

»

6. Z4avér: Vzhledem ke spojitosti funkce f na R plati, Ze funkce je ryze konkdvn{ na intervalu
(—+/2/2,+/2/2) a ryze konvexn{ na intervalech (=00, —+/2/2) a (+/2/2, 00). Body x| =
= —+/2/2, x = +/2/2 jsou inflexnfmi body funkce f. A

9.4 Asymptoty grafu funkce

V této podkapitole se sezndmime s pojmem asymptota grafu funkce. Ze stfedni Skoly
znime pojem asymptoty v souvislosti s hyperbolou. Je to pfimka, ke které se hyperbola
,neomezené pfiblizuje”. Ukazuje se vyhodné rozliSit asymptoty podle toho, zda jsou
rovnobézné s osou y nebo ne.

Svislé asymptoty — @synilely A8 bmloniil ~

e Oubympdoles e pminmuite ) 92 goges Jurdif
Definice; 9.34. Pfimka x = xo, x0 € R se nazi%isld asyngptotg} grafu funkce _@,
jestliZe je alespoti jedna jednostrannd limita funkce f v bod€ xo nevlastni, tj.

lim f(x) =400 nebo lim f(x)= zoc0.
x—-)x(')" X=Xy

Pro svislé asymptoty se nékdy pouZivd nazev asymptoty bez smérnice.
To, Ze je piimka x = xo svislou asymptotou grafu funkce f, geometricky znamena,

¥e pokud se bliZzime k bodu xq zleva nebo zprava, body grafu funkce f se ,,bliZi" (pro
y — 00, resp. y — —o0) k bodim pifmky x = xo — viz obr. 9.9.

Pokud je funkce v n&jakém bodg spojitd, nemitize zde mit svislou asymptotu, protoze
v tomto p¥ipad& by limita byla rovna piimo funkéni hodnoté a funkéni hodnota nemiize
byt nekone&na. Pipadaji v tvahu tedy pouze ty body xo € R, na jejichZz &?(xo) nebo
P+ (xp) nebo P~ (xg) je funkce definovéna, ale neni v tomto bod€ spojitd.

A
y

y—>+oo]

~

Obr. 9.9
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Pfiklad 9.35. Najdste svislé asymptoty grafu funkeci:
1 sinx
a) f:y=—2, b) gry=5x+—"—"2,
x X
Reseni.
a) Nejprve uréime definiénf obor: D( ) = (=00, 0) U (0, 00). Funkce S je spojitd v kaz-
dém bod¢ D(f), tedy jediny bod, ve kterém by mohla byt svisld asymptota, je bod
xo = 0. Vypo&teme limitu zprava funkce S v tomto bodg:

lim f(x) = lim %: lim i lim l=oo-oo=oo.
x—=0t x—0t x x—»0t X x-0+tx

MiiZeme tedy fici, %e pfimka x = 0 je svislou asymptotou grafu funkce f.
(V8imnéte si, Ze ke konstatovéni, ¥e pfimkax = 0je svislou asymptotou grafu funkce f,
nepotiebujeme zndt limitu zleva. Stadi, kdyZ je jedna z jednostrannych limit rovna plus
anebo minus nekoneénu.

b) Nejprve uréime defini¢ni obor: D (8) = (=00, 0)U(0, 00). Funkce g je spojitd vkazdém
bodé D(g), tedy jediny bod, ve kterém by mohla byt svisld asymptota, Jje opét bod
xo = 0. Vypo¢teme limitu funkce g v bod& nula:

i in
limg(o = Tim (Sr+2) = tim sy 4 gim X _ g4 g g
x—=0 x—0 X x—=0 x>0 x
Protoze linb g(x) = 1,jeikazda z jednostrannych limit rovna jedné. Graf funkce g
X—>

tudiZ nema v bodé& nula svislou asymptotu. Jiny bod nepfipadd v divahu, mii¥eme tedy
fici, Ze graf funkce g nemd 74dné svislé asymptoty. A

'{9 Asymptoty v +00a —00 — vy

MR suill

Definice 9.36. Primka y = ax + b, .)€ R, senazyvaiisymptota grafu funkce f
‘gﬁv plus nekonecnu, resp. v minis nekonecni, jestlize’plati: |
|

Jdm (@) — (ax + b)) = 0, resp. Jim (f() = (ax + b)) =0.

Pro asymptoty v plus a minus nekone&nu se nékdy pouZivd ndzev asymptoty se smérnici
nebo $ikmé asymptoty.

To, Zejeptimkay = ax+b, a, b € R, asymptotou grafu funkce J v plus nekonednu,
geometricky znamend, 7e pokud se bliZime k plus nekoneénu, ,.body grafu funkce se bliz
k bodiim této piimky“. Obdobné& pro asymptotu v minus nekone¢nu, Asymptoty v plus a
minus riekoneénu nemusf existovat soucasné, a pokud existuji, mohou byt rizné.

Uvé&domte si, e nevime, zda se graf funkce k asymptots pribliZuje shora (obr. 9.10 a)),

Tesp. zdola nebo zda kolem asymptoty ,,osciluje” (obr. 9.10 b)).

R
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y=fx)

v y=fx)
4

3

Obr. 9.10

.

_ Pt -7?7}_:?:-.;\.\ Rt
V.Adh A, | Véta 9.37. Pfimka y = ax + b je asymptotouVgrafu funkce f v plus nekonecnu, pravé
kdyZ

im 2% g aeR o lim (f(x)—ax)=b beR.

x—>+00 X x—+400
. : /Mwlmu‘*?z : . P
Pifmka y = ax + b je asymptotou/grafu funkce f v minus nekonecnu, pravé kdy?

lim L&)

i—>—00 X

=a,acR a lim (f(x)—ax):b,beR.
) X—=—00

Vil .“‘!" < 27 2 o
Pti vypocltu asympté%yygrg?ﬁ/fﬁnkce f v +-oco postupujeme ndsledujicim zplisobem:

1. Zjistime, zda existuje li1_1'_1 iii) . JestliZe neexistuje nebo je nevlastni, funkce nema
X—=>r 100
f&x) _

X

asymptotu v +00. Pokud limita lim L) existuje aje vlastni, polozime lim
x—>+00 x x—+00

= q a pfistoupime k dal§imu bodu.

2. Zjistime, zda existuje x_lil_l&)()( fx)— ax). JestliZe neexistuje nebo je nevlastni, funkce
nemé asymptotu v —+oo. Jestlize xlir-ll}oo( f(x) — ax) existuje a je vlastni, poloZime
XEIBOO(f(x) —ax) =b.

3. JestliZe ob& limity existovaly a byly vlastni, pak je pfimka y = ax + b asymptotou
grafu funkce f v +o00.

Analogicky postupujeme pii vypoctu asymptoty grafu funkce f v —oo.

3x2
x—1

Piiklad 9.38. Najdéte asymptoty v +00 a —oo grafu funkee f: y =

‘-“mm THE "TESE TN TR T T O B O e T W R .
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3x 2
x—1 3
lim AL = lim =1 _ lim ol =3=aq,
x—>xoo x x—>+00 x x—>too x2 — x
3x2 3 2_3 2 3
lim (f(x)—ax) = lim ( X -3)6) = lim X X 4 3x _
x—%00 x—*oo\ x — e Y —1
3
= lim - 3=5

Graf funkce f m4 Sikmou asymptotu v plus i minus nekoneénu, a tou je pfimka o rovnici
y =3x + 3. A

44 x3

Pfiklad 9.39. Najdéte viechny asymptoty grafu funkce f: y = g R
—x

Resent.

1. Svislé asymptoty.
D(f) =R\ {-2,2}, fjespojitd ve viech bodech, kde je definovana. Neni definovéna
v bodech —2, 2. Pro hled4ni svislych asymptot pfipadajf tedy v dvahu pouze tyto dva
body.
Vypoéteme Jednostranne limity ‘% bodech —2, 2.

25 o0
im f@) = i 1452 1?0" L L
1m X 1m m = . =
x—2+ 4 — x2 {x_>2+ (2—_x)(2+x) =2+ 24 x 2-—x
T 44530 1
= lim 1

- lim .
Cx2t 24x xo2v2-—x
Prvm’ limitu vypocteme dosazenim (jedné se o spojitou funkci v bods 2, tedy limita se

,,,,,,,,,

;Mae(,(— R . 44+x3 4423
o= ) °°’ lim =
L2 x—=2+ 2+ x 242

Druhou]nmtu vypocteme uZitim véty 6.53, OznaCme g(x) = 2—x.Pak hm 2-x)=0

a funkce g je na pravém prstencovém okolf bodu 2 zapornd, tudiz dle Vety 6 53 je

1 1
lim Iim —— = —ox0, takz l' =3.(- = — )
x—2+ (x) x—1>nZl+ 2—x o0 % lm S x) ( ) 0
Pfimka x = 2 je tedy svislou asymptotou grafu funkce f.
Zbyva4 zjistit, zda pfimka x = -2 je také sv1slou asymptotou grafu funkce f. Postupné
dostaneme cem T T
22 oo
- 4 + x3 4 -+ .x
li li lim —m————
(0 T = L €x_>_z+ C-0C+x)
1' TA+xd - 44 x3 -
= 1 - = 1 . - .
x=>—2+ 2 —x 2+x x—>-2+ 2 —x x—>-2+2 4+ x

(O‘ AN
Lw {Gc} E oy
’Z a
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Prvn{ limitu vypo&teme dosazenim, tj.

445 4+ (-2)°
lim - = —1.
a2t 2—x  2—(=2)

Druhou limitu vypodteme op&t uZitim véty 6.53. Oznalme g(x) = 2 + x. Pak plati
lim (2 + x) = 0 a funkce g je na pravém prstencovém okoli bodu —2 kladn4, tedy

x——2t

dle véty 6.53 je

li ! lim : 400 takZe hm f( ) = —1-(+00)

im —= 1l = , v/ x) = —1-(4+00) = —o00.
x——2t g(x) x—>-2F 2+ x x—==2 )
Piimka x = —2 je také svislou asymptotou grafu funkce f.

Graf funkce f mé dvé& svislé asymptoty: x = 2, x = —2.

2. Asymptoty v 400 a —oo. Opét se pokusime o soucasné provedeni vypoctu pro +oo:

3
lim = lim = lim —————= lim ——=
=400 x x—>+o0 X x—>+o0 x - (4 —x2) x—Foo4x — x3
X (54+1) o E4+1
= lim —3"4—— = ) = — =-1=a.
x—Fo0 xJ . (;i — ) x— 00 7= —1

Vypocetli jsme a = —1. Pfistoupime tedy k vypoctu dal3i limity:

3 3
lim [f() —ax] = lip i+x _(_1).4: lim [4+x +x}___

—doo —x2 x—>+o0 |4 — x2
. A+ +4x—x3 4+4x . x2(5H+Y
R v . N A Sy )
X
Sikmou asymptotou grafu funkce f v plus i minus nekonecnu je pfimka y = —x.
3. Z4vér: Svislymi asymptotami grafu funkce f jsou pfimky x = 2ax = —2aasymptotou
v plus i minus nekonegnu je pffmka y = —x — viz obr. 9.11 a). A

X

Piiklad 9.40. Najdgte viechny asymptoty grafu funkce f: y = 1
X

Resent.

1. Svislé asymptoty.
D(f) = R~ {—1}, f je spojitd ve viech bodech, kde je definovana. Svisld asymptota

muZe tedy nastat pouze v jediném bodé x = —1.
Vypod&teme jednostrannou limitu v bodé —1.
»O [¥e) 1 \\
lim X % lim e~ = lim --(400) = +00.
x—>—1t S = x—>—-1tx+ 1N x—-1% +1 x—>—1t e ( )=+ /
X
Névas _;F(f,g‘ = ,,{-I.]W ':’Q"“" :’:\3—-
aenef T ) enmd= X1 ©

(e



9.4 Asymptoty grafu funkce

ex
x+1

f@) =

v

a) b)

Obr. 9.11

(Pﬁ vypoctu lirn] .\ ;% jsme vyuZili vétu 6.53. Oznadime-li g(x) = x + 1, pak plati
" x%_
lim +(x + 1) = 0 a funkce g je na pravém prstencovém okoli bodu — 1 kladna. Tudiz
x——1

dle véty 6.53 j¢ lim L = 4o0. )

x—>—1+ ¥+ T
Pfimka x = —1 je tedy svislou asymptotou grafu funkce f.
2. Asymptota v +o00:

ex
. fx) Fan) . e* Lp e rp e*
lim —— = lim **! — [im = lim = lim — = oo.
x—++00 x x—>400 x x—>+oo x2 + x x—>+00 2x + 1 x—>+o0 2

Limita je nevlastni, tedy graf funkce f nem4 asymptotu v +o0.
3. Asymptota v —oo:

- f('x) . xi-l .
lim = lim = lim
X—=>—00 X X—=—00 X x—> 00 x2 + x

Vypoéetli jsme a = 0. Pfistoupime k vypoltu dalsi limity.

ex ex
lim [f(x) —ax]= lim [ - OxJ = lim =0=5.
X——00 x—>-o00 | x + 1

Asymptotou v —oo grafu funkce f je pfimka y = 0.
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4. Z4vér: Svislou asymptotou grafu funkce f je pifmka x = —1 a asymptotou v minus
nekonednu je pfimka y = 0. Asymptota v plus nekonecnu neni — viz obr. 9.11b). A

9 5 Prubéh funkce

{
i n-l'lut U Wt 4.“[4!‘ .—'( ) vl v 1 p -lu(oci,b
Poznatky, které Jsme 21ska11 v predchozmh odstavcich, ndm umoZituji nacrtnout graf

funkce. Rikame, e vySetiujeme priibéh funkce. Postup, ktery se sklddé z fady dil¢ich
tiloh, shrneme do nésledujicich bod:

. Uréime defini¢ni obor.

. Rozhodneme, kde je funkce spojitd, uréime ptip. body nespoptostli rad o S Ly amami w femigl,
. Rozhodneme, zda je funkce sudd nebo lichd, pfip. periodicka.
. Vypocteme f’ a D(f).

. Uréime intervaly, na nichZ je f’ kladn4, resp. zdpornd (pfedpokldddme pfitom, Ze
D(f") 1ze vyjadiit jako sjednoceni disjunktnich intervald J; a Ze f’ je spojitd na
kazdém z téchto intervali):

W & W D =

a) Uréfme nulové body f”, tj. fe§ime rovnici f'(x) = 0.
b) Kazdy interval J; rozdélime nulovymi body f” na disjunktni intervaly.
¢) Vybereme z kaZdého intervalu jeden bod a uréfme znaménko f’ v tomto bod€.

2. 2¢

v bodé x¢g € D(f), kde s¢ méni charakter funkce ,,z rostouc1 na klesajici*, nastava
ostré lokdlni maximum a v bod¢, kde se mé&ni charakter funkce ,,z klesajicina rostouci“,
nastiva ostré lokalni minimum.

7. Vypotteme f" a D(f").

8. Uréime intervaly, na nichZ je f” kladn, resp. zdpornd (pfedpokldddme pfitom, Ze
D(f") 1ze vyjadfit jako sjednoceni disjunktnich intervall J; a Ze f” je spojitd na
kazdém z téchto intervalt):

a) Ur¢ime nulové body f”, tj. fe§ime rovnici f”(x) = 0.
b) KaZdy interval J; rozd&lime nulovymi body f” na disjunktn{ intervaly.
¢) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod a uréime znaménko f” v tomto bodé.

9. Ur¢ime intervaly, na nichZ je funkce konvexni, resp. konkédvni (s vyuZitim véty 9.28),

a uréime inflexni body — v bodé€ xq € D(f) takovém, Ze f’(x¢) existuje a navic se
méni konvexnost na konkavnost nebo naopak, nastdva inflexe.

10. N ajdeme asymptoty:

.
FoG L A I

v hramcmch (vlastmch) bodech D(f).
)’P\u n4LL

b) Asymptoty VIS,

I kdyZ k diikazu existence svislé asymptoty ndm mnohdy staci spocitat jen jednu
jednostrannou limitu v bod€ nespojitosti, kviili nacrtnut{ grafu funkce je vhodné

—1__-’_-“"--"--’3‘-“
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spocitat ob€ jednostranné limity.

11. Podle potieby uréime dalsi vlastnosti funkce f (prisediky s osami, funk&ni hodnoty
ve ,,vyznamnych bodech®, intervaly, na nich? je funkce kladn4, resp. zdporns, . . . ). /( » s

12. Nacrtneme graf funkce f. e 2 \)

Poznamka 9.41. Je-li funkce sud4 nebo lichd, musi vSechny kofeny, intervaly, znaménka
apod. vychdzet v ur€itém smyslu soumémé. MiZeme tedy priibéh takové funkce vySetfovat
pouze na ,,poloviné* defini¢niho oboru.

ProtoZe nakresleni grafu nékdy déld potiZe, doporudujeme:
1) nejprve vyznacit viechny asymptoty (pokud existujf),
i1) vyznatit priseciky grafu s osou x a funk&ni hodnoty v bodech lokélnich extrémi,

iii) nadrtnout si pomocny obrézek funkce f s ohledem na to, kde je funkce nad a kde pod
osou x a kde roste a klesé (bez ohledu na ,,prohnuti*),

iv) nafrtnout graf funkce f se viemi podstatnymi kvalitativnimi rysy (v&etn& spravného
»prohnuti* — tj. konvexnost a konkdvnost).

3
Priklad 9.42. Vy3etiete priibéh funkce f: y = 2x T @
x —

Reseni. Budeme postupovat podle uvedeného navodu.

1. Jednd se o raciondlni lomenou funkci, kterd neni definovana pouze v kofenech jmeno-
vatele.
Tyto kofeny uréime z rovnice:

2=-1=0 & x=d=I.

Tedy: D(f) =R~ {xl1}.
2. Funkcee f je spojitd v kazdém bod& D(f).
3. Periodi¢nost. Funkce f nenf perlodlcka nebot’ pro kazdé k € R existuje x € D(f)

takové, Ze: f(x + k) = G(f_;r)kz—)l # f(x).

Sudost, lichost. Necht' x € D(f). Pak

B (_x)3 B _x3 . X3 B
M= i =w o~ o - @

Funkce je lich4, jeji graf bude stfedové soumé&rny vzhledem k po&atku. Tedy pribsh
funkce stadf vysetrovat pouze na,,polovin€* defini¢niho oboru, tj. na mnoZing D*(f) =
= (0, 1) U (1, 00).

VSechny dal§i vypocty budeme proto provadét v rémci této ,,poloviny* defini¢ntho
oboru, tj. v rdmci mnoZiny D*(f) = (0, 1) U (1, co). Chovani funkce na »zbytku*
definiéniho oboru uréime nakonec praveé z lichosti funkce f.

£
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.ll) 4. Vypoéteme f'a D*(f").

23\ _ 3x2(x2 - 1) —x3.2x _ x* — 352
x2—1) (x2 — 1)2 INCEEN e

)= ( D*(f) = D*(f)

5. Ur¢ime intervaly, na nichZ je f’ kladn, resp. zéporna:

a) Najdeme nulové body f’, tj. fe§ime rovnici f/(x) = 0.

, x* - 3x2
ff(x)=0 & m

& xz(x+~/§)(x—\/§) = 0.

Dostaneme tfi nulové body
xg = —+3, x1 =0, x2=«/§.

JelikoZ xo ¢ D*(f), nebudeme jej dale do svych vypoétd zahrnovat. Vritime se
k nému aZ na konci piikladu v bodg 10, kdy budeme kreslit graf funkce a z lichosti
této funkce plyne, Ze chovéni funkce f v okoli bodu xg = —+/3 se d4 ur&it z chovani{
funkce v okoli bodu x; = +/3.

b) Kazdy z intervali tvoticich D*(f’) = (0, 1) U (1, o) rozdélime nulovymi body f’
na disjunktni intervaly.

=0 & x*-3:2=0 & 2?1 -3)=0

©, 1), (1,+3), (v/3,0).

¢) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod a uréime znaménko f’ v tomto bodg.

r)-Y <o ()=

Dle Cauchyovy-Bolzanovy véty je tedy funkce f’ zépornd na intervalech (0, 1) a
(1,+/3) akladn4 na intervalu (+/3, o).
6. Ur¢ime intervaly monotonie a lokélni extrémy. Funkce f je klesajici na intervalech

(0, 1) a (1, 4/3) a rostoucf na intervalu (v/3,00). Tedy f ma v bod& x, = /3 ostré
lokalni minimum:

0, f(2)= g > 0.

YOSy I
(‘/(§>2)— 1 B 3-1 2 V3. Q{’:&_H(})

Dalsi lokalni extrémy uréime v zavéru piikladu z lichosti funkce.
\'5) 7. Vypocteme f” a D*(f").

f(V3)=

o) = xt — 3x2)' _ @ -6 — 12— ¢ =32 - 12x
Pe=\w-y) = @~ -
_ @ = DIEx° —6x)(x* — 1) —dx(x* — 3x2)]
B (x2 — 1)4 B
4x° — 6x% —4x3 4 6x —4x5 +12x° 223 +6x 2 =y N
=- 1y =@y DUN=D.

i
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Ur¢ime intervaly, na nichy je f"” kladna, resp. zdporna.
a) Najdeme nulové body £, tj. feSfme rovnici f”(x) = 0,

2346
=0 o (—x);—fT)’-;:o & 28 4+6r=0 & (2 +3)=0

V reédlném oboru existuje jediné feSenf této rovnice, a to bod x; = 0.
b) Nyni mame rozdglit kazdy z intervalg tvoficich D*(f”) nulovymi body /" na dis-
junktni intervaly. Vzhledem k tomu, Ze x; = 0 je krajni bod, dostavame intervaly:
©. 1), (1, 00).

¢) Vybereme z kaZdého intervalu jeden bod a uréfme znaménko " v tomto bods.

1 208 28
4 ) =" ”2 —— .
f(z) 7 <0 F@=2>0

Die Caychyovy-Bolzanovy véty je tedy druhd derivace funkce J zdporna na intervaly
(0, 1) a kladn4 na intervalu (1, 00).

Ur¢ime intervaly, na nichz je funkce konvexn, resp. konkavni (s vyuZitim véty 9.28),

a inflexni body.

Funkce f je konkévn{ na intervaly (0, 1) a konvexnf na intervalu (1, 00).

Inflexni body mohou byt pouze tam, kde se méni konvexnost a konk4vnost funkce.

Na sjednocen{ intervald 0, DHu@a, o) Zadny inflexni bod neni (bod 1 neni bodem
defini¢niho oboru!), ale JelikoZ v tuto chvili vySetfujeme priibéh funkce pouze na _ _
»»polovin&” defini¢niho oboru, zistiv4 otevienou otdzkou situace v bodg x1=0. ¢ j\”»“*- o8y )

Nyni mdme najit asymptoty. T
S
a) Svislé asymptoty: Funkce neni definovana v bodg x3 = L. Je spojitd v kazdém
bodé D*(f). Tedy pouze timto bodem mtiZe prochézet svisld asymptota (situace se
tyké pouze ,,poloviny*“ defini¢nfho oboru). Vypotteme jednostrannou limitu v bodg
x3 = 1.

>0
_ x? IO > x3 _ x3 , 1
lim 3 = lim~s———— _ — |im - llm — —
x—>1t x4 — 1 =1+ (— D(x + 1) =1t X+ 1 xs1+x — 1
1 \:1.\: 3 20 1 LD x 3 <
= — . = s X7 0 Y J—miﬁ &(04 ;-o"
5 " (+00) = +oo. vy y f;ﬁ;+ 2 Bl e SOV R

Tedy pifmka x = 1 je svislou asymptotou grafu funkce f.

b) Asymptota v +o0:
ASS

x> 3 3

. 2_ . . X

lim =l — jipy 3 =_lm —— ==

i—=+00 x X—=>+00 x° — x x—+o00 x3(] — F)

X
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Koeficient a € R, 1ze tedy pocitat druhou limitu. Vyjde

. x3 ) X—x34+x . X
lim —1-x| = lim —— 7 — = _lim =
x—>+4o00|x2 — 1 x—400  x+—1]1 x—=+oo x2 — 1

x2-

=

m ——=0=b.
x—=+00 x2(1 _ x%) _

Asymptota v plus nekone¢nu ma tedy rovniciy = 1-x +0,t. y = x._

e

A- /,p%.) 11. Ur¢ime nulové body funkce f a intervaly, kde je funkce kladna a kde zapornd.
Nejprve najdeme nulové body funkce f.

3

fx)=0< 1=O®x3=0¢)x=0,

x2 —
tj. bod x; = 0 je nulovym bodem funkce f.

Funkce f je spojitd na intervalech (0, 1) a na (1, oo), tudiZ dle Cauchyovy-Bolza-
novy véty stac¢i ur¢it znaménko funk¢ni hodnoty funkce f vZdy v jednom z bodl
jednotlivych intervald (0, 1), (1, oo):

1 1 8
(3)=-5<0 r@=3>0,
tedy f je zdporna na (0, 1) a kladna na (1, 00) (@ “iewi—i ~ """"'“""j:‘ e
Yy J Je zap ) ; . : = 5 4

12. Shrnutim pfedchozich vysledki a vyuZitim lichosti funkce f dostaneme nasledujici
poznatky o vlastnostech funkce f:

e rostouci ¢asti funkce na intervalu (\/§, +oo) odpovida rostouci ¢dst funkce na
intervalu (—oo, —+/3), klesajici &4sti funkce na intervalu (1, +/3) odpovidé Kle-

v

sajfci &4st na intervalu (—+/3, —1) a klesajfci &4sti na intervalu (0, 1) odpovidd
klesajici Cast na intervalu (—1, 0),

e ostrému lok4lnfmu minimu v bodé x; = +/3 odpovid4 ostré lokdlni maximum

v bod& xg = —+/3. Znaménka derivace a monotonii si vyznaéime nad &iselnou
osu:
§_F > > > > g
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e konvexni ¢asti funkce na intervalu (1, +00) odpovid4d konk4vni &4st funkce na
intervalu (—oo, —1), konkévn{ ¢asti na intervalu (0, 1) odpovid4 konvexni &4st
na intervalu (—1, 0), tedy bod x1 = 0 je inflexnim bodem funkce f.Znaménka

druhé derivace a konvexnost a konkdvnost si vyznac¢ime opét nad &iselnou osu:
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9.5 Priibéh funkce
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Obr. 9.12

e svislé asymptoté x = | odpovidd svisld asymptota x = —1,

e asymptot€ y = x v plus nekone¢nu odpovidd stejna asymptota y = x v minus
nekoneénu,
e zdporné Casti na intervalu (0, 1) odpovidd kladnd &4st na intervalu (-1,0) a

P4

kladné €ésti na intervalu (1, oo) odpovida z4pornd &4st na intervalu (—o0, —1).

Ze v3ech ziskanych poznatki jsme jiZ schopni zakreslit graf funkce f — viz obr. 9.12.
A

Pfedchoz{ funkce méla vSechny vlastnosti, které jsme se uéili vySetfovat (lok4lni
extrémy, inflexn{ body, konvexni a konkéavni &4sti, svislé asymptoty, asymptoty v <00 a
—00. Je zfejmé, Ze vySetfovani prib&hu takové funkce je pracné. JestliZe nékters viastnost
chybf, je obvykle vypodet pfim&¥ens snazsi. Kazdopadné je vidét, Ze k uspé§nému fefeni
takového komplexniho pfikladu je nezbytné umét fesit jednotlivé dil&] ulohy.
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